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Evtizedek soran sszegytilt geometriai foljegyzések, feladatok, megoldasok
atnézése, selejtezése soran bukkantam egy régi otletemre: adott harom, nem egy
egyenesen 1évo pont, szerkesztendd a legnagyobb szabalyos haromszog, mely-
nek egy-egy oldala az adott pontok valamelyikét tartalmazza. Ezen a feladaton
tlinddve jutottam egy rokon, de minimum-keresést jelento példara: egy tetszo-
leges haromszogbe hogyan szerkeszthetd legkisebb szabalyos haromszog, mely-
nek csucsai az adott haromszog oldalaihoz illeszkednek. Ellentétben a kozis-
mertnek mondhato, haromszogbe irhato legkisebb keriiletli haromszog felada-
taval (talpponti haromszog [1]), ez kevéssé ismert, targyalt téma, ezért lehet
indokolt a vonatkozo irodalomban [2], [3] talalt megoldasoktdl kiilonb6z6 alab-
bi szerkesztéseim ismertetése. A két megoldas koziil a masodik annyiban mond-
hat6 sajatsagosnak, hogy a minimum-keresés céljabol egy maximalis méretli
haromszoget kell el6allitani.

1. Megoldas.

Mint ismeretes, egy adott haromszog valamely a oldalan folvett P pontjat egy
szabalyos haromszog egyik cstucsaul véve, a b oldalon keresett Q csticsot, a c
oldal egyenesének a P koriil ¢ = 60° - kal elforgatottja jeloli ki az 1. abra szerinti
szerkesztés révén.

1. dbra

A Q pont ismeretében a PQR szabalyos haromszég megszerkesztése mar
egyszer(l. Az a oldalon folvett P pont helyzetétdl fiiggetleniil, a T talppont T*
elforgatottja ugyanarra a t egyenesre esik, a PT* - ra mer6leges ¢* egyenes
allasa is valtozatlan. Az eredeti foladat az 1. abra alapjan ugy is atfogalmazhato,
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hogy keressiik a P pont azon helyzetét, melynél a PT*Q derékszogli haromszog
atfogoja a legkisebb, ha P befutja az a oldalt. A 2. abrabol kittinik, hogy az a ol-
dalnak csak a PP, darabjan jellhet6 ki P. A PQQ P parallelogrammakhoz
tartozd minden P pont egy egyenesre, a p-re esik. A PoP, szakasz minden P
helyzetéhez tartozik egy Q P (Q =B) szakasz, s ezek koziil a legrovidebb a p - re
merdleges szakasz.

2. abra 3. dbra
Az eredeti foladat 1. megoldasat az imént latottak alapjan, a 3. dbra szemlélteti.

2. Megoldas.
Az el6z6 megoldasban szerepld adott haromszognek feleljen meg most a 4. dbra
H haromszoge, az ismeretlen méretli legkisebb beirt szabalyos haromszogeének

pedig S.

4. abra



A masodik megoldas 1ényege: az S-hez hasonlo, tetszéleges méretli szabalyos
haromszoget vesziink fol, melyre a H haromszoghdz hasonlo, de legnagyobb
koriilirt haromszoget szerkesztiink, majd a kapott haromszoget az adott H
méretére kicsinyitjiilk — vagy nagyitjuk.

Jelolje most a keresett S legkisebb beirt szabalyos haromszog tetszéleges méretii
megfelel6jét S™, csucspontjait A'B*C". Az adott haromszog a oldala a* megfe-
lel6jének végpontjai az A*B* és A*C* oldalakra szerkesztett y ill. f szogl
latokoriveken keresendok, azzal a foltétellel, hogy egymastol mért tavolsaguk a
lehetd legnagyobb legyen, mert ha a folvett szabalyos haromszog a koré irt
haromszog legkisebb szabalyos haromszdge, akkor a beirt haromszoghoz képest
a koré irt haromszog maximalis (5. abra).

5. abra

6. abra



Ez utdbbi részfeladatnak a megoldésa a 6. abrabol kovetkezik: két egymast
metszd kor egyik M metszéspontjan atmend egyenesnek a korok altal hatarolt
darabja 2a +2b hosszusagu, ahol 2(a+b) akkor a legnagyobb, ha az egyenes par-
huzamos a kor-kozéppontokat 6sszekotd egyenessel. Az 5. dbran e feltétel alap-
jan szerkesztett a* egyenes kimetszi a latokorivek megfeleld pontjait, az S*
haromszog koré irt legnagyobb és kivant alakii haromszdgének csucspontjait.

Megemlitendé, hogy az S~ haromszog oldalaira szerkesztett 1atokorivek egy M
pontban metszik egymast, mely pont egyben az A'B'C” pontokban a H™ oldalaira
allitott merdlegesek kozos pontja is. A keresett H hdromszog az 5. abra olyan
kicsinyitésével adodna, melynél a 4. dbraval azonos alakzatot kapnank. A kicsi -
nyitést melldzve még egy figyelemre méltdo mozgasgeometriai tényre érdemes
ramutatni (7. abra): ha a keresett haromszogon kiviil egy masik beirt szabalyos
haromszoget is megrajzolunk, ami mar nagyobb persze, mint a vastagon rajzolt
legkisebb, fol-vethetd a kérdés: elmozgathatd-e a beirt haromszog ugy, hogy két
csucsa a megfelel tamaszoldalon marad?

7. dbra

Az 1j haromszog A;B; csucsa a kortilirt harom- szog megfeleld oldalain akkor
indulhat mozgasnak, ha a momentan centrum M;. Ha a B,C; szakaszat
mozgatnank, a momentan centrum az M, lenne. A C;A; - hez az M; tartozna; mi
a helyzet a legkisebb beirt haromszoggel? Egyetlen M momentan centrum
adodik, mert mint lattuk korabban, a legkisebb beirt haromszog esetén a mo-
mentdn centrumot kijel6lé egyenesek egy pontban metszdédnek. Az M pontkoriil
elforgathato6 a beirt haromszog, cstcsai elhagynak persze a timasz-oldalakat.

A Bevezetésben emlitett feladat, egy adott haromszog koré irt legnagyobb
szabalyos haromszognek egy lehetséges szerkesztését, egy derékszogl



haromszog esetén szemlélteti a 8. abra; az AB, ill. AC oldalhoz tartozo, 60° 14t6-
sz0gl korivek kozéppontjainak 6sszekotd szakaszaval parhuzamos és az A pont-
hoz illeszkedd egyenes metszi ki a 1atokorivekbdl a keresett legnagyobb kore irt
szabalyos haromszog két végpontjat. A maximalis méretli koré irt haromszog
hasonld, s6t parhuzamosan hasonlo a legkisebb beirt haromsz6ghoz, s mivel e
hasonlosag nem eltolds, ezért centralis.

8. abra

A legnagyobb koré irt haromszog esetén is érvényesek a 7. dbraval kapcsolatban
emlitett tulajdonsagok: a cstcsponti timasznormalisok egy pontban metszik
egymast, az My belsé és az My kiilsé metszéspontok altalanos esetben nem esnek
egybe. E pontok koriil a fixnek tekintett ABC haromszoghdz képest a belsd
haromszog forgathato el My, koriil, mig a koré irt haromszog az M koriil, az ora-
mutaté jardsaval egyezd vagy ellentétes forgasirdnyban.
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